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Em 2015, Etienne Ghys ministrou, brilhantemente, no IMPA um minicurso
entitulado Escola de Altos Estudos: My Favorite Groups. A cada aula ele
apresentava, como o nome sugere, um de seus grupos favoritos e os motivos que
faziam esse grupo ser interessante. Essas aulas foram gravadas e estdo presentes
no canal do Youtube do IMPA (sério, assistam!). Algo chamou a atengao em
uma parte da aula 6 (o link pode ser conferido em [11]). neste momento ele
apresenta e demonstra o Lema de Selberg:

Teorema. (Lema de Selberg) Se G é um subgrupo finitamente gerado de GL(n,C),
entdo G possui um subgrupo H de indice finito e livre de tor¢ao.

Este minicurso foi inspirado nesta aula.
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1 Lema de Selberg

1.1 Grupos de matrizes

Definigao 1.1. Seja K um corpo. Denotemos por GL(n, K) o grupo das ma-
trizes n X m inversiveis com entradas em K, com a operacdo de multiplica¢ao
de matrizes. O grupo especial linear SL(n, K) € o subgrupo de GL(n,K) dado
pelas matrizes de determinante 1.

Definicao 1.2. Denotemos por SL(n,Z) o conjunto de matrizes de entradas
inteiras e determinante 1.

Note que se A é uma matriz inversivel, entdo A~' = detlAC, com C a

matriz de cofatores de A. Se A possui entradas inteiras, entdo C também possui
entradas inteiras, pois suas entradas consistem em determinantes de menores
de A. Sendo assim, se A € SL(n,Z), entdo det(A) = 1, o que implica que A~!
também possui entradas inteiras, e portanto A~! € SL(n,Z). E imediato que a
matriz identidade estd em SL(n,Z) e, se A, B € SL(n,Z), entdo AB € SL(n,Z).
Portanto SL(n,Z) é um subgrupo de SL(n,R).

Definicao 1.3. Seja N o conjunto das matrizes n X n da forma k Id, com
ke K —{0}. E imediato que N ¢ um subgrupo normal de GL(n,K). O grupo
projetivo linear € dado por PGL(n,K) = GL(n,K)/N.

Seja N1 o conjunto das matrizes n Xxn da forma k Id, comk € K e k™ = 1.
E imediato que N1 é um subgrupo normal de SL(n,K). O grupo projetivo
especial linear € dado por PSL(n,K) = SL(n,K)/N;.

Se K =R ou C, a imagem de SL(n,Z) em PSL(n, K) pelo mapa quociente
é denotada por PSL(n,Z). Paran = 2, tal grupo é chamado de grupo modular.

Proposicao 1.4. PGL(n,C) = PSL(n,C).

Demonstracdao. Temos que SL(n,C)N = GL(n,C) e SL(n,C)N N = N;y. Te-
¢ q

SL(n,C)N ~, _SL(n,C)
mos, por algum Teorema do Isomorfismo, que ~ = SImoOnN: Mas
SL(n,C GL(n,C SL(n,C SL(n,C
L ON _ GLO) — pGL(n,C) e SL(I:z(.,(C)ﬂ)N = SL0 = PSL(n,C). Por-
tanto PGL(n,C) 2 PSL(n,C). O

Proposicao 1.5. Suponha K = R. Se n € par, entao N1 = {id, —id}. Sen é
impar, entao N1 = {id}.

Portanto PSL(n,R) = SL(n,R), se n for {impar.

Exercicio 1.6. Seja Mob(C) o grupo formado pelas transformagdes de Mébius
do plano e considere o sequinte mapa:

¥ : PSL(2,C) — Mob(C)

@ b, e=th
c d cz+d

Entao ¢ estd bem definido e € um isomorfismo de grupos.




Exercicio 1.7. Seja Mob™ (R) o grupo formado pelas transformagées de Mibius
do plano, da forma (z — zjis), com entradas reais e tais que ad — bc > 0 e
considere o sequinte mapa:

W+ PSL(2,R) — Mob*(R)

a b S _)az—l—b)
c d & cz+d

Entao v estda bem definido e é um isomorfismo de grupos.
Proposicao 1.8. SL(n,Z) € finitamente gerado.
Corolario 1.9. PSL(n,Z) € finitamente gerado.
Demonstragao. Segue do fato que PSL(n,Z) é um quociente de SL(n,Z). O

Seja (,) uma forma bilinear em R™. O teorema de inércia de Sylvestre nos
diz que a forma é unicamente determinada, aa menos de mudanca de base, por
trés valores, p, ¢, € N tais que p+q+7r = n. Esses valores sao dados por, fixada
uma base ortonormal de R™ com respeito a (,), p é o niimero de elementos da
base tais que a forma aplicada nele com ele mesmo da +1, ¢ é o nimero de
elementos da base tais que a forma aplicada nele com ele mesmo dd —1 e r é
o numero de elementos da base tais que a forma aplicada nele com ele mesmo
d4 0 (veja [16] para mais detalhes). A tripla (p,q,r) é chamada assinatura da
forma. Denotemos por RP'¢" o espago R™ munido com uma forma bilinear de
assinatura (p,q,r). Se a forma for ndo degenerada, entdo r = 0 e a assinatura
é dada por (p,q) (neste caso, omitiremos r em todas as notagoes).

Definicao 1.10. Seja O(p,q,r) o subgrupo de GL(n,R) dado pelas matrizes
que preservam a forma bilinear (i.e. A € O(p,q,r) se para todo v,w € RPT"
(A(w), A(w)) = (v,w)). Definimos SO(p,q,r) o subgrupo de O(p,q,r) das ma-
trizes com determinante 1 e

Para nossos propésitos, precisamos apenas de uma forma de assinatura (n, 1).
Fixamos a forma dada por:

n
(z1,22, s Tnt1), (Y1, Y25 s Ynt1)) = (szyz) — Tn+1Yn+1
i=1
Definigao 1.11. Seja 07 (n,1) o subgrupo das matrizes de O(n, 1) tais que, para
todo © = (x1, ..., Tpr1) com Tpr1 >0, A(x) = (y1, ..., Ynt1) € tal que yprq1 > 0.
Proposigao 1.12. PO(n,1) = O*(n,1).

Portanto PO(n, 1) pode ser visto como subgrupo de O(n,1) e, portanto,
subgrupo de GL(n,R).



1.2 Extensoes de corpos (em construgao)

Proposigao 1.13. Seja K — K' uma extensdo de corpos de grau d. FEntao
para todo n € N, existe monomorfismo GL(n, K') — GL(nd, K).

Demonstragao. Seja V um K'-espaco vetorial de dimensao n. Denotemos por
GL(V,K') o grupo de isomorfismos lineares de V para V como K’-espago ve-
torial. Temos que GL(V,K') = GL(n,K'). Como K’ é uma extensdo de K
de grau d, segue que V é um K-espago vetorial de dimensao nd. Se GL(V, K)
o grupo de isomorfismos lineares de V para V como K-espago vetorial, entao
GL(V,K) = GL(nd,K). Mas toda transformacao linear de V para V como
K’-espaco vetorial também é linear como K-espaco vetorial, o que implica que
temos uma inclusdo GL(V, K') — GL(V, K). Compondo com os isomorfismos
apresentados, segue o monomorfismo procurado. O



1.3 Demonstragao do teorema (em construgao)

Lema 1.14. Seja K — K’ uma extensdo algébrica. Suponha que, para todo
n € N, para todo G < GL(n,K) finitamennte gerado, existe H < G de indice
finito e livre de tor¢do. Entdo para todo n € N, para todo G < GL(n,K')
finitamente gerado, existe H < G de indice finito e livre de tor¢ao.

Demonstragio. Seja G < GL(n, K’') finitamente gerado. Se d o grau da ex-
tensdo K — K'. Pela Proposigao 1.13, existe monomorfismo GL(n, K') —
GL(nd, K). Como G é isomorfo a um subgrupo de GL(nd, K), segue que existe
H < G de indice finito e livre de torcao. O

Teorema 1.15. (Lema de Selberg) Seja G um subgrupo de GL(n,C) finitamente
gerado. Entao G possui subgrupo normal de indice finito e livre de torgao.

Corolario 1.16. (Teorema de Burnside) Seja G um subgrupo de GL(n,C). Se
G € finitamente gerado e de tor¢do, entdo G € finito.

(contraexemplo quando G nao é finitamente gerado: o grupo de rotagoes
racionais do plano).

1.4 Um exemplo que leva a Teoria de Bass-Serre

Mesmo com o Lema de Selberg garantindo a existéncia de um subgrupo de indice
finito e livre de tor¢ao de um grupo finitamente gerado G < GL(n,C), pode nao
ser facil encontrar esse subgrupo. Porém, para SL(n,Z) é bem simples achar
tal subgrupo.

Considere a seguinte sequéncia exata curta:

1 —— ker f, — SL(n,Z) P SL(n,Z/pZ) —1

Em que f, é a aplicagdo quociente.

Temos que SL(n,Z/pZ) é um grupo finito, o que implica que ker f, possui
indice finito em SL(n,Z) e é livre de torgao.

Para n = 2, é possivel conseguir ainda mais informacao:

Proposicao 1.17. Sen =2 ep > 3, entdo ker f, € livre.

Veja [7] para a demonstracao completa. O argumento baseia-se no seguinte
fato:

Teorema 1.18. Um grupo € livre se e somente se ele age livremente em uma
drvore.

Observagao. Dai seque como coroldrio o Teorema de Nielsen-Schreier: Sub-
grupos de grupos livres sao livres. Demonstre esse teorema a partir do teorema
anterior.



Portanto nos resta achar uma acéo livre de ker f, em uma arvore. Tal acao
vem de uma agéo de SL(2,Z) na arvore de Farey. Essa drvore é construida no
plano hiperbdlico (veja Se¢ao 3 para a definigao de plano hiperbdlico) e a agao
vem da acdo de SL(2,Z) no plano hiperbdlico via isometrias. Consulte [7] para
a construgao dessa arvore.

Figura 1: Arvore de Farey truncada na quarta iteracao

A Teoria de Bass-Serre generaliza esse teorema sobre grupos livres, dando
uma correspondéncia entre agoes de grupos em arvores e decomposicoes de gru-
pos em combinagoes de produtos amalgamados e extensoes HNN. No caso da
agao de SL(2,Z) na arvore de Farey e da acao induzida de PSL(2,Z) na mesma
arvore, a Teoria de Bass-Serre nos d4 apresentagoes para os grupos:

SL(2,7) = (a,bla*, 0%, a*b3)
PSL(2,7) = (a,bla*,b*)

Infelizmente, o mesmo nao pode ser feito para m > 3, pois, neste caso,
toda acdo de SL(n,Z) em uma arvore possui ponto fixo (0 que estd em corres-
pondéncia com alguma decomposicao trivial do grupo).

Nao é nosso objetivo apresentar aqui a Teoria de Bass-Serre (quem sabe em
uma préxima?). Para os interessados, a teoria cldssica estd bem desenvolvida
em [24].

1.5 Os grupos de Gupta-Sidki

O problema de Burnside afirma que, se um grupo finitamente gerado é de torcao,
entdo o grupo precisa ser finito. Evgeny Golod and Igor Shafarevich provaram
em [13] que essa conjectura é falsa. Observe que um grupo com tais propriedades
nao pode ser um subgrupo de GL(n, C), pelo Lema de Selberg. Nao mostraremos
tal exemplo, mas mostraremos uma familia de grupos com a mesma natureza.
Seja p um numero primo. Entao existe um grupo infinito e gerado por
dois elementos tal que todo elemento possui ordem poténcia de p. Tais grupos



foram construidos por Narain Gupta e Said Sidki [14] e sdo construidos como
automorfismos de arvores.
(em breve a construgao do grupo)



2 Grupo fundamental e espacos de recobrimento

Para uma versao do contetido dessa se¢ao que nao seja absurdamente resumida,
recomendamos [21] e[19].

2.1 Grupo fundamental

Definicao 2.1. Sejam X um espago topoldgico e 7,7 : [0,1] = X dois cami-
nhos com ¥(0) = +'(0) = a e y(1) = 4'(1) = b. Uma homotopia de caminhos
de v para v’ € uma aplicag¢io continua H : [0,1] x [0,1] — X tal que, para todo
s,t €[0,1], H(s,0) =~(s), H(s,1) =4/(s), H(0,t) = a e H(1,t) = b. Se existe
tal homotopia de caminhos, dizemos que v e ' sdo homotdpicos por caminhos
e denotamos por v =g v'.

Proposigao 2.2. Fizados a e b em X, homotopia de caminhos forma uma
relacao de equivaléncia entre caminhos de a para b.

Proposigao 2.3. Sejam v, v caminhos de a para b e §, 6’ caminhos de b para
c. Sey =g~ ed =y, entdoy*d gy x4

Portanto a operacao de concatenacao estd bem definida nas classes de ho-
motopia por caminhos.

Proposicao 2.4. (Associatividade) Sejam ~y caminho de a para b, 6, caminhos
de b para ¢ e A caminho de ¢ para d. Entdo (7 3) * A =g y* (5 * A).

Temos entdo que a concatenagao, apesar de nao ser associativa (verifique!),
é associativa a menos de homotopia de caminhos. O mesmo vale para elementos
neutros e inversos:

Proposic¢ao 2.5. (Elementos neutros) Sejam v caminho de a para b e e. o
caminho constante igual ao ponto c. Entao e, v =g v e y*ep =g b.

Seja v um caminho de a para b. Definimos 7 : [0,1] — X por 3(¢) = y(1—1t).

Proposicao 2.6. (Inverso) Seja v um caminho de a para b. Entdo v x5 = e,
ey*xy=ep.

As proposicoes anteriores nos permitem definir o seguinte objeto:
Definicao 2.7. Seja 71(X,p) o conjunto de classes de equivaléncia de loops

com ponto base p. Assim, (m1(X,p),*) é um grupo chamado grupo fundamental
de X com ponto base p.

Definigao 2.8. Sejam X um espago topoldgico, p,q € X e o um caminho entre
p e q. Entao o caminho o induz um mapa o, : ™1 (X, p) — (X, q) definido por

ax([v]) = [a] x [v] = [a].

Proposigao 2.9. O mapa o € um isomorfismo.



Portanto, se X é conexo por caminhos, entdo pode-se dizer que o grupo
fundamental, a menos de isomorfismos, ndo depende do ponto base. Porém é
necessario um cuidado: esse isomorfismo «, nao é unico e nao é natural, pois
depende da escolha do caminho a.

Exemplos 2.10. Alguns grupos fundamentais de espacos topoldgicos.

1. m(R™, p) = 1.

2. Se X € um subconjunto estrelado de R™, i.e. existe p em X tal que para
todo q em X o segmento de reta entre p e q estd contido em X, entdo
m(X,p) = L.

. m(St,p) 2 Z.

m (8™, p) 21, paran > 2.

Se X € uma drvore, entao m(X,p) = 1.
. m(RP™, p) & Zs, paran > 2.

w1 (CP™, p) = 1.

© N D T S

Se X eY sao espagos topoldgicos, comp € X, q € Y, entdo temos o grupo
fundamental 7 (X x Y, (p,q)) =2 m1(X,p) x m1(Y, q).

9. Como caso particular do anterior, se T € o toro, entio w1 (T, p) = Z>.

10. m(Sg,1) = (a1,b1,...,aq,b4][a1,b1] - [a2,b2] - ... - [ag,bg]), em que S4 € a
superficie compacta orientdvel de género g.

11. Se G é um grupo topoldgico, entio w1 (G, 1) € abeliano. Com isso é possivel
mostrar que muitos espa¢os ndao possuem estrutura de grupo topoldgico.

Definicao 2.11. Sejam X e Y espacos topologicos, p € X e f: X — Y wuma
fungao continua. Entdo f induz um mapa fi : m(X,p) = m (Y, f(p)) definido
por f«([y]) = [f o] (verifique que estd bem definido!).

Proposigao 2.12. O mapa f.€é um homomorfismo.
Proposicao 2.13. Se X € um espago topoldgico, entao (idx ). = id.

Proposigao 2.14. Se X, Y, Z sao espacos topologicose f : X =Y, qg:Y = Z
sao fungdes continuas, entdo (go f)s« = gu © fu.

Para os amantes de categorias, isso tem a seguinte interpretagao: se Top, € a
categoria cujos objetos sao espagos topoldgicos com ponto base e os morfismos
sao fungoes continuas que preservam ponto base, entao o grupo fundamental
pode ser visto como um funtor covariante da categoria Top, para a categoria
de grupos.

Definicao 2.15. Dizemos que um espaco topoldgico X € simplesmente conexo
se € conezo por caminhos e m1(X,p) = 1.

Exemplos 2.16. Os exemplos 1, 2, 4, 5 e 7 acima sdo espacos simplesmente
conexos enquanto os exemplos 3, 6, 9 e 10 nao sao.
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2.2 Espacos de recobrimento

Definicao 2.17. Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcao
continua. Dizemos que f é uma aplicacdo de recobrimento se para todo q € Y
existe uma vizinhanca aberta U de q tal que f~1(U) = Uier Vi, com {Vi}ier
abertos disjuntos de X tais que para todo i € T, o mapa f|,, : V; = U é
homeomorfismo. Chamamos o conjunto U com tal propriedade de vizinhanca
trivializadora de q.

Exemplos 2.18. Algumas aplicagées de recobrimento.

1. Se X ¢é um espago topoldgico, entdo idx : X — X ¢ uma aplicagao de
recobrimento.

2. O mapa f : R — St definido por f(t) = e, com S! identificado com o
conjunto dos numeros complexos de mddulo igual a 1, é uma aplicacdo de
recobrimento.

3. S f:X —-Y eg: W — Z sio aplicagdes de recobrimento, entao
fXg: XxW =Y xZ ¢ aplicacdo de recobrimento.

4. Juntando os exemplos anteriores, é fdcil construir um exemplo de recobri-
mento da forma f :R? = X, com X o toro ou o cilindro.

5. A aplicagao quociente f: S™ — RP™ que identifica os pontos antipodas é
uma aplicacdo de recobrimento.

6. De forma semelhante ao exemplo anterior, se C' € um cilindro e M € uma
faiza de Mobius, entdo existe uma aplicagao de recobrimento f : C — M.

Proposigao 2.19. Seja f : X — Y uma aplicacdo de recobrimento. Entao
f* : '/Tl(X’p) - 71—1(Y7 f(p)) é injetiva'

Portanto o grupo fundamental de X pode ser visto como um subgrupo do
grupo fundamental de Y.

Definigao 2.20. Seja f : X — Y wma aplicagdo de recobrimento. Dizemos que
X € o recobrimento universal de Y se X ¢é simplesmente conexo.

O que justifica o nome de recobrimento universal é a seguinte propriedade:

Proposigao 2.21. Sejam f: X - Y eg: W — Y aplicagdes de recobrimento.
Se X ¢ simplesmente conexo, entdo existe uma aplicacdo de recobrimento h :
X = W tal que f = goh. Além disso, se W € simplesmente conexo, entdo h é
homeomorfismo.

Exemplos 2.22. Alguns recobrimentos universais.

1. Nos exemplos anteriores vimos que R € o recobrimento universal de S*,
R? € o recobrimento universal do toro, e do cilindro e S™ € o recobrimento
universal de RP™, comn > 2.
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2. Se S € uma superficie sem bordo, com S # S? ou RP?, entio o recobri-
mento universal de S é R?. Tal teorema é consequéncia direta do Teorema
de Uniformizacao (aquele ld de Andlise Complexa [10]).

3. Se M € uma variedade compacta de dimensao 3, podemos nao ter um con-
trole sobre o recobrimento universal de M como o exemplo anterior, mas
M pode ser decomposta iunicamente em uma familia de variedades My,...,
My, tais que o recobrimento universal desses M; estdi em uma lista de 8
variedades simplesmente conexas com estrutura geométrica. Isso descreve,
por alto, a Conjectura de Geometrizagao de Thurston que foi demonstrada
por Grigori Perelman e que tem como consequéncia a Conjectura de Poin-
caré (ja referenciamos [5] para isso, lembra?).

4. O recobrimento universal de uma variedade de dimensdo n é também uma
variedade de dimensao n.

5. Se X € um grafo conexo, entao o recobrimento universal de X € uma
drvore.

6. O recobrimento universal de um grupo topoldgico admite estrutura de
grupo topoldgico de tal forma que o mapa de recobrimento passa a ser
também um homomorfismo de grupos.

Definigao 2.23. Seja X um espago topoldgico conexo por caminhos. Dizemos
que X € semi-localmente simplesmente conexo se para todo p € X, existe U
vizinhanca de p tal que todo caminho fechado baseado em p e que estd contido
em U € homotopicamente nulo em X.

Exemplos 2.24. 1. Variedades, grafos conexos, complexos simpliciais, com-
plexos celulares e todos os espagos minimamente razodveis sao semi-localmente
simplesmente conexos.

2. O brinco havaiano nao é semi-localmente simplesmente conezo.

Figura 2: Representacao do brinco havaiano com 8 iteracoes

Proposigao 2.25. Seja X um espaco topoldgico. O espago X possui recobri-
mento universal se e somente se X é semi-localmente simplesmente conexo.
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2.3 Acoes de grupos e recobrimentos

Definicao 2.26. Sejam G um grupo e X um espago topoldgico. Uma ac¢ao
de G em X por homeomorfismos é dita propriamente descontinua se para todo
compacto K C X, o conjunto {g € G;gK N K # 0} € finito.

Uma a¢ao de G em X por homeomorfismos € dita uma a¢do de recobrimento
se para todo ponto p € X, exmiste vizinhanca aberta U tal que para todo g €
G-{1},gUNU = 0.

Proposigao 2.27. Se X ¢ localmente compacto, entdo agdes de recobrimento
em X sdo propriamente descontinuas.

Proposigao 2.28. Uma ac¢do de G em X por homeomorfismos é uma ac¢ao de
recobrimento se e somente se o mapa quociente f : X — X/G, em que X/G
carrega a topologia quociente, é uma aplicagdo de recobrimento.

De fato, uma aplicagdo de recobrimento f : X — Y vem de uma acao de
grupos em X se e somente se Im f, é um subgrupo normal de 71 (Y, f(p)), com
p € X. Mas nao precisamos entrar nesse nivel de detalhes. O que precisamos é
o0 seguinte caso particular:

2.4 Acgoes em variedades

Proposigao 2.29. Seja G um grupo com uma ac¢ao de recobrimento em uma
variedade X. Entdo X/G € uma variedade (de mesma dimensao).

Mas geralmente o que aparece é uma acao propriamente descontinua. E,
neste caso, o quociente X/G nao vai ser uma variedade, pois pode ter alguns
pontos de singularidade. Pontos esses que vém de pontos em X que possuem
estabilizadores nao triviais. Establizadores esses que devem ser sempre finitos:

Proposigao 2.30. Seja G um grupo com uma a¢do propriamente descontinua
em um espaco X. Se p € X, entdao Stab p < co.

Esse problema com estabilizadores nao triviais some se o grupo nao tiver
esses subgrupos finitos. De fato temos:

Proposigao 2.31. Seja G um grupo com uma a¢do propriamente descontinua
em um espago X. Se a agao for livre, entdo ela é uma agdo por recobrimentos.

Coroléario 2.32. Seja G um grupo com uma a¢do propriamente descontinua
em um espago X. Se G € livre de tor¢do, entao a a¢do € por recobrimentos.

Portanto tais agoes sao muito mais simples de serem entendidas quando o
grupo é livre de torgao.

Quando o grupo G possui um subgrupo H normal de indice finito e que é livre
de torcao e G age em X propriamente descontinuamente, entao podemos fazer
H agir em X, essa acdo é por recobrimentos (pois H é livre de torgao) e G/H
age em X/H, cujo quociente é X/G. Portanto o mapa quociente X — X/G
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pode ser decomposto em um mapa de recobrimento X — X/H e um quociente
X/H — X/G dado pela ac¢ao de um grupo finito (G/H).

Caso X/G seja compacto, temos que X/H é compacto, o que implica que
X é o recobrimento universal de um compacto (o que muitas vezes é bastante
util). Veremos na préxima secdo esse tipo de comportamento aparecer quando
geometria e o Lema de Selberg se misturam.
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3 Geometria hiperbdlica

Considere o quinto axioma de Euclides [9]:

“E verdade que, se uma reta ao cortar duas outras, forma angulos internos,
no mesmo lado, cuja soma € menor do que dois angulos retos, entdo as duas
retas, se continuadas, encontrar-se-ao no lado onde estao os angulos cuja soma
€ menor do que dois angulos retos”.

Que posteriormente mostrou-se equivalente ao que hoje é mais conhecido
(Axioma de Playfair):

Dada uma reta v e um ponto P fora dela, existe uma unica reta que passam
por P e € paralela a r.

Negando o Axioma de Playfair temos:

Dada uma reta r e um ponto P fora dela, existem pelo menos duas retas que
passam por P e sao paralelas a r.

O caso de nao existir reta paralela que passe por P ja é descartado pelos
axiomas anteriores.

A geometria hiperbdlica plana surge ao negar o quinto postulado e ainda
manter a consisténcia da teoria. Resumimos grosseiramente 2300 anos de historia,
mas os detalhes podem ser vistos em [?]. O ponto é que, para provar a con-
sisténcia dessa nova geometria, basta criar um modelo para ela, ou seja, um
modelo que obedece a todos os outros axiomas e nega o ultimo.

Aqui apresentaremos 3 modelos de geometria hiperbdlica plana que sdo os
mais utilizados. Os 3 s@o equivalentes e como espagos métricos sao isométricos.
Portanto basta escolher o seu favorito. Recomendamos [4], [22] ou [17] para estu-
dos mais detalhados sobre geometria hiperbélica nesses modelos, assim como [3]
para geometria hiperbdlica sintética (i.e. via axiomas no lugar de via modelos).

3.1 Modelo do disco de Poincaré (para quem gosta de vi-
sualizar tudo ao mesmo tempo)

Considere A o conjunto dos elementos de C com norma menor que 1.

Y . . ) 2|d . . .
A métrica Riemanniana é dada por ds = 1—‘|zz||2 (isso estd aqui 86 por com-

pletude, temos a tranquilidade de néo precisar usar).
[1—2zw|+|z—w] )
[1—z0|—|z—w]|
As geodésicas sdo arcos de circunferéncia perpendiculares a circunferéncia
de centro na origem e raio 1 e diametros da circunferéncia de centro na origem
e raio 1.
O grupo de isometrias, Isom A, é dado pelas transformagoes de Mobius da

forma (2 — 2F2) e transformagoes da forma (2 — 92<), ambos satisfazendo

cz+a

A métrica induzida pela métrica Riemanniana é dada por d(z, w) = log(
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la* = |e]* = 1.

Figura 3: Trés geodésicas no modelo do disco do plano hiperbélico

3.2 Modelo do semi-plano (as vezes é tutil também)

Considere H? o conjunto dos elementos de C cuja parte imagindria é positiva.
|dz]

Im z°
A métrica induzida pela métrica Riemanniana é dada por d(z, w) = log(%).

As geodésicas sao arcos de circunferéncia cujo centro é um ntumero real e
semi-retas paralelas ao eixo imaginario.
O grupo de isometrias, Isom H?, é dado pelas transformacdes de Mdobius

az+b a(—z)+b
v C(72)+d)7 ambos com

a,b,c,d € R e tais que ad — bc > 0. Note que Mob*(R) é o grupo de isome-
trias de H? que preserva orientacdo e é um subgrupo de Isom H? de indice 2.
Lembramos que Mob™ (R) = PSL(2,R).

A métrica Riemanniana é dada por ds =

da forma (z — ) e transformagoes da forma (z —

aN

Figura 4: Trés geodésicas no modelo do semi-plano do plano hiperbdélico

3.3 Modelo projetivo (para quem gosta de algebra linear)

Considere R*! o espago R? com a forma bilinear de assinatura (2, 1) dada por:

((z1,22,23), (y1,Y2,Y3)) = T1Y1 + T2y2 — T3Y3
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A forma bilinear induz uma decomposicio do espaco R*! em trés conjuntos:

Vo ={v e R*: (v,0) <0}
Vo = {veR*!: (v,v) =0}

Vi ={veR*: (v,v) > 0}

Observe que os pontos de Vy sdo os pontos (z1,z2,23) que satisfazem a
equacio x? + 23 — 23 = 0, que é a equagao de um cone. Os pontos de V_ estdo
dentro do cone, enquanto os pontos de V., estao fora do cone.

O plano hiperbdlico é definido por PV_, ou seja, a projetivizagao de V_.

Se v,w € V_, entao a distancia d entre as classes de v e w é dada por:

(v, w)?

2 —
cosh”(d) = o, 0) (w0, 0)

Note que d nao depende da escolha dos representantes das classes de v e w.
Com alguma conta tediosa mostra-se que d é uma métrica em PV_.

O grupo de isometrias de PV_ é PO(2,1), ou seja, o grupo das matrizes que
preservam a forma bilinear, médulo multiplicagao por um escalar nao nulo.

Exercicio 3.1. Generalize essa construcdo para R™. Tal espaco serd chamado
de espago hiperbdlico (real) de dimensao n.

Observagao. FEsse modelo de geometria hiperbdlica nos permite fazer uma cons-
trucdo de um novo espago que € inteiramente andloga a essa, mas que possui
uma geometria bem diferente e bastante rica (além de ser, por muitas vezes, bem
mais complicada de lidar). Se tomarmos C™1 o conjunto C*** munido de uma
forma hermitiana de assinatura (n, 1), podemos definir V_, projetivizar e definir
uma distancia de forma andloga a apresentada acima. Com isso, ganhamos o
espago hiperbdlico complexo de dimensao n. Veja [12] para mais detalhes.

3.4 Equivaléncia entre os modelos

Teorema 3.2. A, H2 e PV_ sdo isométricos.

Como os 3 modelos sao isométricos, temos que os grupos de isometrias sao
isomorfos. O que ganhamos aqui é que o terceiro modelo nos diz que esse grupo
é PO(n,1) e que vimos na Proposi¢do 1.12 que esse grupo é um grupo de
matrizes.

Caso nao seja necesséario deixar explicito qual o modelo de geometria hi-
perbélica estamos trabalhando, iremos denotar o plano hiperbélico por H?2.
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3.5 Variedades hiperbdlicas

Em geometria Riemanniana, o espago hiperbdlico real H™ é caracterizado como
a Unica n-variedade simplesmente conexa com uma métrica Riemanniana cuja
curvatura seccional é constante igual a —1.

Se M é uma variedade Riemanniana, existe uma métrica Riemanniana no
recobrimento universal M tal que a aplicagao de recobrimento M — M é iso-
metria local. Além disso, a agao de m1 (M, p) em M passa a ser uma agao por
isometrias.

Para aqueles que nao sao muito fas de geometria Riemanniana, podemos
substituir a métrica Riemanniana no pardgrafo anterior por uma métrica e fazer
algo inteiramente anélogo.

No nosso caso, dizemos que uma variedade Rieamanniana ¢é hiperbélica se a
sua curvatura seccional é constante igual a —1. Ou, de forma equivalente, se o
recobrimento universal de M ¢é isométrico a H™.

3.6 Acoes discretas de grupos de isometrias
Um caso particular do Lema de Selberg é o seguinte:

Teorema 3.3. Seja G subgrupo discreto de Isom H™. Entdo G possui subgrupo
normal de indice finito e livre de torgao.

Podemos interpretar esse teorema da seguinte forma: se G é um subgrupo
discreto de I'som H", entao H"/G é orbifold, podendo nao ser uma variedade.
Mas se H < G é livre de tor¢ao, entdao H"/H é uma variedade e o mapa
quociente é uma aplicacdo de recobrimento. Se [G : H] < oo, entdo H" /G =
(H"/H)/(G/H), com G/H finito, ou seja, esse quociente pode ser decomposto
em duas partes, sendo a primeira um recobrimento e a outra um quociente de
uma variedade pela agao de um grupo finito.

Consideremos agora n = 2.

Seja G um grupo discreto de isometrias de H? livre de torcao. Temos que G é
grupo de superficie (forma curta de dizer: grupo fundamental de uma superficie)
e o quociente H?/G ¢é a tal superficie.

Se H2 /G é compacto, entdo a variedade deve ser um n-toro, com n > 1 ou um
n-plano projetivo, com n > 2. Temos nestes casos que os grupos fundamentais
sao dados por (ay,...,an,b1,....;by | [a1,b1] - ... - [an,bp]), no caso do n-toro, e
{ai,...,an | a3-....a%), no caso do n-plano projetivo. Qualquer recobrimento finito
de H?/G vai ser também uma superficie compacta dessa lista. Algebricamente,
temos que todo subgrupo de indice finito de G vai ser isomorfo a um dos grupos
fundamentais apresentados acima.

Se H? /G nao é compacto, entdo G é um grupo livre com posto finito. Todos
os seus subgrupos sao livres (Teorema de Nielsen-Schreier). Em particular, os
subgrupos de G de indice finito sdo livres de posto finito (posto esse que depende
exclusivamente do posto de G e do indice desse subgrupo, também pelo Teorema
de Nielsen-Schreier).
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3.7 Tesselacoes

Figura 5: Tesselacao do plano hiperbdlico por acao de grupo triangular feita
por Coxeter
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Figura 6: Limite circular I, IT, ITI, IV - Obras em xilogravura de M. C. Escher

3.8 O exemplo de Kapovich

O que ocorre para grupos de isometrias de H™ generaliza em parte para varie-
dades de curvatura ndo positiva (ndo constante) da seguinte forma:

Proposigao 3.4. Seja M uma variedade completa de curvatura ndo positiva.
Entdo m(M,p) € livre de tor¢ao.

Portanto, se M é uma variedade de Hadamard e G < I'som(M) é discreto e
age livremente em M, entdo G é livre de torgdo (o que ocorre da mesma forma
que no caso de agoes em H"™). Mas se G é um grupo discreto de isometrias de
M cuja agao nao é livre, esse grupo pode ter torcao. Em H", vimos que tal
grupo possui um subgrupo de indice finito livre de tor¢ao. Porém, o mesmo nao
ocorre sempre em curvatura negativa nao constante;

Teorema 3.5. (Kapovich) Para todo € > 0, existe uma variedade de Hadamard
M de dimensao n, para n > 3, com curvatura seccional entre —1 —e e —1 e
um grupo finitamente gerado discreto I'. de isometrias de M que nao possui
subgrupo de indice finito e livre de tor¢ao.

A construgao de tais variedades envolve geometria Riemanniana e teoria de
orbifolds, o que foge bastante do escopo deste texto (e do conhecimento dos
autores sobre o assunto). Dé uma olhada em [18] para ver essa construgao.
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3.9 O Teorema de Bieberbach

Teorema 3.6. Seja M wma variedade Riemanniana compacta de curvatura 0
e de dimensdo n. Entao, existe um recobrimento finito m : M’ — M tal que M’
€ um toro de dimensao n.

A versao algébrica desse teorema é a seguinte:

Corolario 3.7. Seja M uma variedade Riemanniana compacta de curvatura 0
e de dimensdo n. Entao, existe H subgrupo de indice finito de w1 (M,p) tal que
H=7Z".

Bieberbach também mostrou que, para n fixado, as classes de isomorfismo
desses grupos fundamentais de variedade Riemanniana compacta de curvatura
0 e de dimensdo n formam um conjunto finito. Veja [22] para as demonstragoes
desses fatos.
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